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Exercice 1

Nous considérons la fonction F telle que

F (x) =

∫ 2x

x

dt

ln(t)

1. Véri�er que le domaine de dé�nition de F est ]0, 1
2
[∪]1, +∞[.

2. Calculer la dérivée de F et étudier son signe.

3. Démontrer les inégalités suivantes :
a) x

ln(2x)
< F (x) < x

ln(x)
( en appliquant à G le théorème des accroissements

�nis, où G est une primitive de t :−→ 1
ln(t)

).

b) En intégrant par parties F (x) =
∫ 2x

x
tdt

t ln(t)
on a :

si x > 1, x ln

∣∣∣∣ ln(2x)

ln(x)

∣∣∣∣ < F (x) < 2x ln

∣∣∣∣ ln(2x)

ln(x)

∣∣∣∣
si x <

1

2
, 2x ln

∣∣∣∣ ln(2x)

ln(x)

∣∣∣∣ < F (x) < x ln

∣∣∣∣ ln(2x)

ln(x)

∣∣∣∣
4. Appliquer les résultats précédents pour achever l'étude de F est construire son

graphe.

Exercice 2

Pour tout n ∈ N, nous notons

In =

∫ 1

0

xn

√
1 + x2

et Jn =

∫ 1

0

xn+2

(1 + x2)
√

1 + x2
dx

1. Calculer I0 et I1 ( pon pourra pour I0, e�ectuer le changement de variable
t = x +

√
1 + x2).
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2. Étude des limites de In et Jn pour n tendant vers +∞
a) Montrer que pour tout n ∈ N : 0 ≤ In ≤ 1

n+1
. En déduire la limite de (In)

lorsque n tend vers l'in�ni.
b) Montrer que Jn tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni.

3. a) Calculer la dérivée de 1√
1+x2

b) Établir à l'aide d'une intégration par parties que pour tout n ∈ N, In =
1

(n+1)
√

2
+ 1

n+1
Jn. Quelle est la limite de (nIn) quand n tend vers l'in�ni.

Exercice 3

Soit f la fonction dé�nie par :

f(x) = c +
n∑

k=1

(ak cos(kωx) + bk sin(kωx)),

Montrer que :

c =
ω

2π

∫ 2π
ω

0

f(t)dt, ak =
ω

π

∫ 2π
ω

0

f(t) cos(kωt)dt, bk =
ω

π

∫ 2π
ω

0

f(t) sin(kωt)dt
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